VISION - Revista de Investigaciones UNICIENCIA

Vol. 1 No. 1 Julio - Diciembre de 2015

Uso de tipos abstractos de datos TAD en la demostracion de
teoremas propios de la teoria de conjuntos

Pedro E. Vera, Claudia P. Gonzélez
Universidad Pontificia Bolivariana Seccional Bucaramanga

Aurora |. Géfaro
Universidad Industrial de Santander

Maria A. Rodriguez.
Corporacion universitaria de ciencia y desarrollo — UNICIENCIA

Fecha de Recepcion: 26/06/15 — Fecha de Aceptacién: 07/08/15

Resumen

La implementacion que se presenta en este trabajo es una
aplicacion para la manipulacion formal de tipo abstracto de
datos (TAD); ofrece una serie de herramientas para el
modelaje con TAD ecuacionales, con las cuales se puede
especificar y verificar propiedades de la estructura conjunto
que luego son implementadas de forma automatica para la
demostracién de algunos teoremas propios de l6gica de
predicados.

Palabras clave: Tipo abstracto de datos TAD, teoremas,
légica de predicados, dialogo.

Abstract

The implementation presented in this paper is an application
for formal manipulation of abstract data type (ADT); It
offers a number of tools for modeling with TAD
ecuacionales, with which you can specify and verify
properties of the whole structure which are then
implemented automatically to show some own theorems of
predicate logic.

Keywords: TAD abstract data type, theorems, predicate
logic, dialogue.

|. INTRODUCCION

Para algunos matematicos la concepcién del modelo de
demostracion esta ligada a una disciplina abstracta, cuyos
teoremas se deducen de conjuntos establecidos de axiomas,
mediante razonamientos estrictamente ldgicos y, en la
practica, la interpretacion dominante es la consideracion de
la demostracion como una argumentacion deductiva y
formal [1 -5]. En enunciados previos se ha cuestionado la
aplicacion de la demostracion formal, dadas las dificultades
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para su aprendizaje por parte de los estudiantes de distintos
niveles educativos incluidos el universitario y de ser
limitada desde un punto de vista epistemoldgico.

La demostracion matematica tiene hoy en dia un
significado mas abierto, menos formalista y junto al
pensamiento estrictamente deductivo; se resalta también la
necesidad de potenciar otros modos validativos de tipo
empirico-deductivo, la formulacion de conjeturas, los
ejemplos y contraejemplos, los procesos de generalizacién,
la falsedad, los procesos de prueba y error  entre otros.
Usualmente los profesores de matematicas ofrecen dos
razones como explicacion a estas dificultades, una es la falta
de conciencia de los estudiantes, la necesidad de desarrollar
demostraciones en el aula de clase y la otra, consiste en la
poca madurez logica [6].

Al interés en los Gltimos afios de la educacién matematica
por el tema de la ensefianza y aprendizaje de la
demostracion se suma la necesidad de establecer diversos
significados de la demostracion en diferentes contextos
institucionales, situaciones como: la validacion, explicacion,
argumentacion y la prueba; se consideran pruebas discutidas
( o argumentos) que sean aceptados en el corazén de la
comunidad, 0 por una persona; es decir, situaciones que
sirven para justificar la veracidad de un enunciado o la
eficacia de una accion [15].

Il. METODOLOGIA. [1-3]

La exploracion de la teoria matematica puede ser explicada
en términos de la nocidon de “situacion de exploracion
documental”, nuestra vision de situaciones de exploracion es
caracterizada por los siguientes parametros: una coleccién C
de conceptos conocidos, una coleccion K de hechos que
describen completamente la interaccién a la cual
pertenecen los conceptos conocidos, un nuevo concepto N,
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axiomas A que relacionan un nuevo concepto con uno
conocido y una coleccion G de proposiciones objeto que
exploran completamente la interaccion entre el nuevo
concepto y los conceptos conocidos, la notacion de
conocimiento completo no significa necesariamente una
definicion formal.

La investigacion se fundamenta en documentos,
especificamente articulos en donde se enuncia que la
exploraciéon completa es un esquema de abajo hacia arriba;
el instrumento importante es la observacion con las
siguientes caracteristicas: Un probador fijo que determina
para cada base de conocimiento un conjunto fijo de
formulas comprobables.  Sin embargo, sin cambiar el
probador, la coleccidn de férmulas comprobables puede
aumentar drasticamente si nosotros agregamos formulas
demostradas a la base de conocimiento. Similarmente, la
longitud de pruebas puede disminuir drasticamente por la
misma medida. También, el orden en que se demuestran las
formulas (y si lo demostrado, se agrega a la base de
conocimiento) puede drasticamente influir en el poder
demostrador del probador. Se puede agregar un mecanismo
al sistema de prueba que autométicamente agregue
férmulas probadas al conocimiento, si las secuencias de
proposiciones objeto son las entradas a un probador del
sistema en lugar de las proposiciones objeto aisladas. En
THEOREM Y , este mecanismo se lleva a cabo como una
opcion (el ' ExpandKnowledge ") que puede ser un conjunto
en el llamado de la prueba.El proposito de este disefio, es el
aporte de nuevos conocimientos encaminados a la solucién
de un problema préctico.

Revision Literaria: hace referencia al nivel mas alto de
desarrollo conseguido en un momento determinado en cada
actividad como es la de combinar la funcionalidad de
sistemas de software matematicos y el sistema de pruebas en
cualquier software, técnica o campo cientifico.

Abstracciones: La abstraccion consiste en el aislamiento
conceptual de una propiedad de un objeto (el probador PCS,
Prueba-Compute-Solucione), también es el principio por el
cual se aisla toda aquella informacion que no resulta
relevante a un determinado nivel de conocimiento.

Sistemas y disefio de pruebas: Para diferentes
aproximaciones en la axiomatizacion, hay formas diversas
de cémo integrar el probador de teoria de conjuntos en el
sistema propuesto:

Se restringe el lenguaje para el cual el probador es aplicable
en lugar de tratar de soportar la disponibilidad del lenguaje
enteramente para la teoria de conjuntos en el sistema
propuesto.

Se adapta la semantica de la membresia y se desvia no
significativamente desde la semantica intuitiva de los
constructores de los lenguajes bien conocidos.
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Figura 1. Pasos para el disefio de una estructura algebraica
tipo abstracto [3]
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Por dltimo se introducen conceptos de ligamento dentro del
sistema, obedeciendo a los tipos en todos los conjuntos
constructores de los lenguajes tedricos ya sea
inmediatamente o a nivel de sintaxis o a nivel de regla de
inferencia. Esto puede sin embargo requerir un disefio
fundamental del sistema completo y decidir no continuar
este camino por el momento.

I1l. ESPECIFICACION DE LA ESTRUCTURA
ALGEBRAICA EN EL PROBADOR DE TEOREMAS

La estructura algebraica se compone de un conjunto de
elementos, llamados el tipo de interés (tdi) y una funciones
u operaciones que actian sobre el tdi [1]. La definicién del
tdi y las funciones, en el probador de teoremas, se lleva a
cabo de forma funcional recurrente o inductiva y las
funciones se dotan de semantica mediante un conjunto de
axiomas.

En el probador de teoremas, una estructura algebraica se
define por medio de sus signatura y sus axiomas. La
signatura es la especificacion de la sintaxis del tipo, en la
que se da nombre y aridad a las funciones. Los axiomas son
un conjunto de igualdades con las cuales se dan la semantica
a las operaciones de la estructura algebraica. En el siguiente
cuadro se hace un resumen del concepto de estructura
algebraica ecuacional [10]:

Tabla 1. Resumen del concepto de estructura algebraica

ecuacional.
. Una Estructura algebraica (EA) es una estructura
heterogénea.
o EA = ( Signatura , Axiomas )
o La signatura es una declaracion de operaciones o
funciones y sus funcionalidades
. Los axiomas son predicados que condicionan las

operaciones del EA.

En un EA ecuacional, todos los axiomas son ecuaciones

Para la estructura algebraica EA

Y (con parametros X, X,,..., X,))
Podemos clasificar las funciones que lo especifican, de la
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siguiente manera: con la EA 'y tampoco con los parametros X,

Iniciales:Definen los elementos basicos de la EA. Una Para | lect debe d unto d .
funcién inicial puede tener aridad cero, en cuyo caso se trata ara 1as selectoras debe darse un conjunto de axiomas que

de una constante, o tomar como parametro variable de los sirven como _reglas de rees_critura para los valores de las
EA, los axiomas determinan la igualdad entre dos

expresiones , donde a la izquierda debe ser de la forma
(signatura X * X * X, 2 Y 1<, < n) f (x1 Xy yeory xm) siendo f una selectora de laEA'y X; una
variable o valor del tipo especificado en la signatura para el
i-enésimo parametro de f y la expresion de la derecha debe
ser una expresion del tipo f .

tipos X,. Su patron instruccional es:

Figura 2. Funcion inicial

Figura 5. Notacion para EAs

= Tipow prim i§ wos
EASY [, %o o]
Constructoras: Utilizadas para definir elementos de v,
conbase a las operaciones ya definidas y los elementos de gk xSy T gmerdiE
tipo X, . El patron instruccional es:
welectora y
(signatura ¢ :Y*Y*.*Y* X, * X, *.. X, & Y ,1<i;<n) s, b, 1 TR <7
Figura 3. Funcion constructora Airiem == Bo=Xye far ¥y
-
e - 5 (A1) = . B =
YmE XpE RX -
SelAnyd) = Z €ty t5 oy e 1)
/ Y ( =
| | = | 1)
>

|
\ / Figura 6. Clasificacion de operaciones sobre AES

. . Clasiticadon de operacionss \
Selectoras: Funciones para manipular elementos de Y, / l

junto con los de otras EA ya definidos. Las selectoras son la Thicamenk:
funcionalidad del tipo y permiten relacionarlo con las demas [, rdor. . x¥on¥m = Z
EA. El patrén instruccional es:

(signaturas:Z,*Z,*.2, & Z,., )

[nicial e s (m=0,2=1]
[=e]
Figura 4. Funcion selectora eneradoras
Consfuatoras (m=0, 2= 1]
. . [ina]
Z,r ."_- & Zm
.'/(—
! 7

Zm_+,r Fun zinne
/::,— \ \ Simplificades  [m X0, 2= 1)
y [ati]
|I I| |I Ce I /
\ : = N Analitorss (m>0, 2= 1,)
\_ / \ [pim]

| Seleatoras
i
Los tipos Z; se utilizan para indicar que puede ser de
cualquier tipo del ambiente, que no guarda relacion alguna

En la figura 5 se ilustra un resumen de los patrones
instruccionales  especificados anteriormente  mediante
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Notacion para EAs presentados en la figura 5 y
Clasificacion de operaciones sobre AES mostrados en la
figura 6 [1].

En la tabla 2 se presentan los indicadores numéricos para los
nombres de los conjuntos que se emplean en la herramienta
computacional y en la tabla 3 el mend del conjunto de
operaciones bésicas en la teoria de conjuntos y finalmente
dos verificaciones formales formuladas en la teoria clasica
de conjuntos.

Tabla 2. Tabla de indicadores numéricos para los nombres
de los conjuntos

I
[EN

albhlwin

mimojo|wm|>

6

Tabla3. Menu del Conjunto de operaciones

Insertar elementos a un conjunto.
Eliminar elementos a un conjunto.
Indagar si x pertenece a un conjunto.
Dar la cardinalidad de un conjunto.
Contenencia.

Interseccion entre dos conjuntos.
Uni6n entre dos conjuntos.

Igualdad entre dos conjuntos.
Diferencia parcial entre dos conjuntos.
0. Informacién de conjuntos.

PBOoo~Noog~wNE

Primer ejemplo de teorema a demostrar.

1.Verifique que: AA B = (AuB) - (AN B).
Para el programador:
Solucion en el sistema (interactivo):

Siga los siguientes pasos:
1. Digite 1, luego digite el indicador para el
conjunto A que aparece en pantalla.
2. Digite 1, luego digite el indicador para el
conjunto B que aparece en pantalla.
3. Digite 7 para realizar la union entre A y B,
luego digite el indicador para el conjunto C para que
usted vea que los elementos pertenecientes a el
conjunto C es el resultado entre la union entre A y
B.
4.  Digite 6 para realizar la interseccion entre los
conjuntos A y B, luego digite el indicador para el
conjunto D para que usted vea que los elementos
pertenecientes al conjunto D es el resultado de la
interseccion entre Ay B.

5. Digite 9 para realizar la diferencia entre dos
conjuntos, luego digite los indicadores para C y D
que apareen en pantalla, después asigne el indicador
de E donde quedara guardado el resultado.

6. Digite 10 donde usted podra  ver la
verificacion propuesta.

Segundo ejemplo de teorema a demostrar.
2.Verifique que:

Si Ac By By C son disyuntos,entonces An (B u C) =
A.
Para el programador:

Conjunto A,B,C,D;

A=crearconj(1,50);

B=crearconj(1,50);

C=crearconj(1,50);

D=crearconj(1,50);

if ( contenencia(A,B) && esvacio(D=interconj(B,C) )
igual(A,inter(A,D));

info(inter(A,D);

info(A);

Solucion en el sistema (interactivo):
Siga los siguientes pasos:

1. Digite 1, luego digite el indicador para el conjunto
A que aparece en pantalla.

2. Digite 1, luego digite el indicador para el conjunto
B que aparece en pantalla.

3. Digite 1, luego digite el indicador para el conjunto
C que aparece en pantalla.

4. Digite 5, luego digite los indicadores para Ay B en
la pantalla aparecerd el indicador del resultado de
la contenencia 1 para valor de verdad y 0 para valor
de falsedad.

5. En el caso que el resultado sea 1 continGe con el
paso 6, si el resultado es 0 continde con el paso 12.

6. Digite 6, luego digite los indicadores para B y C,
luego digite el indicador para D donde se
encontraran los elementos que pertenecen a esta
interseccion; en la pantalla usted podra ver el
resultado del conjunto interseccion.

7. Digite 10, luego digite el indicador del conjunto D
que le establecerd una funcién booleana que tiene
como significado lo siguiente: Si adentro de las
llaves no aparecen elementos el conjunto es vacio
continle con el paso 8, si usted ve entre las llaves
elementos continde con el paso 12.

8. Digite 7, luego digite los indicadores para B y C,
luego digite el indicador para E donde se
encontraran los elementos pertenecientes a esta
unién.

9. Digite 6, luego digite los indicadores para A y E,
luego digite el indicador para F donde se
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encontraran los elementos pertenecientes a esta
interseccion.

10. Digite 8, luego digite los indicadores para Ay F, en
la pantalla aparecerd el indicador del resultado de
la igualdad, 1 para el valor de verdad y 0 para el
valor de falsedad.

11. Si en su pantalla aparece 1 se concluye que la
verificacion del enunciado tiene un valor de
verdad. Dando por terminada la verificacion, si no
continte con el siguiente paso.

12. Si en su pantalla aparecié para la contenencia un
valor de cero y en la interseccion entre B y C un
conjunto no vacio es decir con elementos, significa
que el antecedente tiene un valor falso que implica
que el consecuente tenga un valor falso.

Nota: Con la falsedad de cualquiera de las proposiciones del
antecedente mencionadas anteriormente implica que el
consecuente sea falso.

IV. CONCLUSIONES

Es significativo el papel del desarrollo matematico que se
hace en la prueba de teoremas , se trata del aprovechamiento
de la exactitud con que fue planeada la realidad , para
deducir propiedades de esta mediante un método
matematico con el beneficio de poder ayudarlo con el
computador.

La motivacion para indagar sobre la verificacion de
teoremas se basa en la necesidad de comparar el
comportamiento del modelo , resultado de la abstraccion y
la realidad modelada en los aspectos que el disefiador
considera relevantes.

Cuando se define estructuras algebraicas, se garantiza que
los axiomas constituyen un sistema de reescritura
terminante, lo cual es cierto para los lemas, por esta razén es
necesario disponer de una estratégia que asegure que la
aplicacion de lemas no conduce a un ciclo interminable de
reescritura de expresiones.

Disefiar el manejo de la persistencia. Basicamente se deben
agregar dos operaciones: una constructora que tome la
informacién de la memoria secundaria y cree un objeto del
TAD, y otra que lleve el estado del objeto al disco en algun
formato coherente con la primera operacién

Enriquecer el TAD con operaciones interesantes para los
estudiantes. Casi siempre es conveniente ofrecer al
estudiante, ademés de las operaciones indispensables, un
buen conjunto de operaciones de frecuente uso. Aunque
estas operaciones se pueden escribir en términos de
operaciones mas sencillas del TAD, por eficiencia,
satisfaccion del estudiante y extensibilidad del software, es
conveniente agregarlas.
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